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à¥¤« £ ¥âáï ¯à®áâ®© ¨ ¤®áâ â®ç­® ®¡é¨© ¬¥å ­¨§¬ á®åà ­¥-
­¨ï á¥¯ à âà¨áë ­¥«¨­¥©­®£® à¥§®­ ­á , çâ® ¯à¨¢®¤¨â ª ¯®«­®¬ã
¯®¤ ¢«¥­¨î £«®¡ «ì­®© ¤¨ääã§¨¨ ­¥á¬®âàï ­  á¨«ì­ë© «®ª «ì­ë©
å ®á ¤¢¨¦¥­¨ï. â® ­®¢®¥ ï¢«¥­¨¥ ¡ë«® ¯®¤à®¡­® ¨áá«¥¤®¢ ­® ­¥-
¤ ¢­® ®¤­¨¬ ¨§  ¢â®à®¢ (...) ¢ ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â å ­ 
¯à®áâ®© ¬®¤¥«¨ ¤¢ã¬¥à­®£® ª ­®­¨ç¥áª®£® ®â®¡à ¦¥­¨ï.  §¢¨â 
¯à¨¡«¨¦¥­­ ï â¥®à¨ï, ª®â®à ï ¯®§¢®«ï¥â ¯®áâà®¨âì ¯®«­ãî § ¢¨-
á¨¬®áâì ã£«  à áé¥¯«¥­¨ï á¥¯ à âà¨áë ®â ¯ à ¬¥âà®¢ á¨áâ¥¬ë
¨ ­ ©â¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, â¥ ¨å á¯¥æ¨ «ì­ë¥ §­ ç¥­¨ï, ¯à¨ ª®â®àëå
íâ  á¥¯ à âà¨á  ®áâ ¥âáï ­¥à áé¥¯«¥­­®©. à¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë
ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â®¢, ¯®¤â¢¥à¦¤ îé¨å â¥®à¥â¨ç¥áª¨¥ ¢ë¢®-
¤ë ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®£® ª« áá  ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å £ ¬¨«ìâ®­®¢ëå á¨áâ¥¬.
¡­ àã¦¥­ë ­®¢ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ ¯®¤ ¢«¥­¨ï å ®á  ¢ â ª¨å á¨áâ¥-
¬ å.  § ª«îç¥­¨¥ ®¡áã¦¤ ¥âáï ®¡« áâì ¯à¨¬¥­¥­¨ï ¯à¥¤« £ ¥¬®-
£® ¬¥å ­¨§¬  ¨ ¥£® â¥®à¨¨.
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¨­ ¬¨ª  ­¥«¨­¥©­ëå £ ¬¨«ìâ®­®¢ëå á¨áâ¥¬ ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢§ ¨¬®-
¤¥©áâ¢¨¥¬ ­¥«¨­¥©­ëå à¥§®­ ­á®¢, ª ¦¤ë© ¨§ ª®â®àëå ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â «¨-
­¥©­®£® à¥§®­ ­á  § ­¨¬ ¥â, ¯à¨ ¬ «®¬ ¢®§¬ãé¥­¨¨, ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥-
¡®«ìèãî ®¡« áâì ä §®¢®£® ¯à®áâà ­áâ¢ , ®£à ­¨ç¥­­ãî â ª ­ §ë¢ ¥-
¬®© á¥¯ à âà¨á®© (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [1, 2, 3, 4]). «ï ®¤¨­®ç­®£® à¥§®­ ­á 
á¥¯ à âà¨á  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨§ á¥¡ï ®á®¡ãî âà ¥ªâ®à¨î (¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥
¯®¢¥àå­®áâì), ®â¤¥«ïîéãî ª®«¥¡ ­¨ï ä §ë (¢­ãâà¨ à¥§®­ ­á ) ®â ¥¥ ¢à -
é¥­¨ï (¢­¥ à¥§®­ ­á )
1
.   á ¬®¬ ¤¥«¥ íâ® ¤¢¥ ¯à®áâà ­áâ¢¥­­® á®¢¯ ¤ -
îé¨¥ ¢¥â¢¨, ®â¢¥ç îé¨¥ å®¤ã ¢à¥¬¥­¨ ¢¯¥à¥¤ ¨ ­ § ¤, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
 ¦¤ ï ¢¥â¢ì ï¢«ï¥âáï ­¥¯à¥àë¢­®© âà ¥ªâ®à¨¥© á ¡¥áª®­¥ç­ë¬ ¯¥à¨®-
¤®¬ ¤¢¨¦¥­¨ï, ª®â®à ï ¢ëå®¤¨â ¨§ ¯®«®¦¥­¨ï ­¥ãáâ®©ç¨¢®£® à ¢­®¢¥á¨ï
(á¥¤«®) ¨ § â¥¬  á¨¬¯â®â¨ç¥áª¨ ª ­¥¬ã ¦¥ ¯à¨¡«¨¦ ¥âáï.  â¨¯¨ç­®©
(â® ¥áâì ­¥¨­â¥£à¨àã¥¬®©) £ ¬¨«ìâ®­®¢®© á¨áâ¥¬¥ «î¡®¥ áª®«ì ã£®¤­®
¬ «®¥ ¢®§¬ãé¥­¨¥, ­ ¯à¨¬¥à, ®â ¤àã£¨å (å®âï ¡ë ®¤­®£®) ­¥«¨­¥©­ëå
à¥§®­ ­á®¢ ¯à¨¢®¤¨â ª à áé¥¯«¥­¨î á¥¯ à âà¨áë ­  ¤¢¥ ¯¥à¥á¥ª îé¨¥-
áï ¢¥â¢¨, ª®â®àë¥ ¯®-¯à¥¦­¥¬ã ¢ëå®¤ïâ ¨§ á¥¤«  ­ ¢áâà¥çã ¤àã£ ¤àã£ã,
­® ¡®«¥¥ ª ­¥¬ã ­¥ ¢®§¢à é îâáï. ¢®¡®¤­ë¥ ª®­æë ¢¥â¢¥© à áé¥¯-
«¥­­®© á¥¯ à âà¨áë ®¡à §ãîâ ¡¥áª®­¥ç­®¥ ç¨á«® ¯¥â¥«ì ­¥®£à ­¨ç¥­­®
¢®§à áâ îé¥© ¤«¨­ë, ª®â®àë¥ § ¯®«­ïîâ ¯à¨ íâ®¬ ã§ªãî ®¡« áâì ¢¡«¨-
§¨ ­¥¢®§¬ãé¥­­®© á¥¯ à âà¨áë, ä®à¬¨àãï â ª ­ §ë¢ ¥¬ë© å ®â¨ç¥áª¨©
á«®©. ¥à¥ªàëâ¨¥ å ®â¨ç¥áª¨å á«®¥¢ ¢á¥å à¥§®­ ­á®¢ á¨áâ¥¬ë ¯à¨¢®¤¨â
ª ¢®§­¨ª­®¢¥­¨î £«®¡ «ì­®£® å ®á  ¨, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¤¨ääã§¨¨, ®£à ­¨-
ç¥­­®© â®«ìª® â®ç­ë¬¨ ¨­â¥£à « ¬¨ ¤¢¨¦¥­¨ï, ­ ¯à¨¬¥à, ¯®¢¥àå­®áâìî
¯®áâ®ï­­®© í­¥à£¨¨.
á«®¢¨ï ®¡à §®¢ ­¨ï £«®¡ «ì­®£® å ®á  § ¢¨áïâ ª ª ®â ¢¥«¨ç¨­ë, â ª
¨ ®â £« ¤ª®áâ¨ ¢®§¬ãé¥­¨ï (¯® ä §¥). ®á«¥¤­ïï å à ªâ¥à¨§ã¥âáï áª®-
1
¤¥áì ¨ ­¨¦¥ ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ª ­®­¨ç¥áª¨¥ ¯¥à¥¬¥­­ë¥ ¤¥©áâ¢¨¥ { ä § .
3
ã¡ë¢ ­¨¥ ï¢«ï¥âáï íªá¯®­¥­æ¨ «ì­ë¬.  íâ®¬ á«ãç ¥ ¢á¥£¤  áãé¥áâ¢ã¥â
ªà¨â¨ç¥áª ï ¢¥«¨ç¨­  ¢®§¬ãé¥­¨ï 
cr
, â ª ï, çâ® £«®¡ «ì­ ï ¤¨ääã§¨ï










, å ®á «®ª «¨§®¢ ­ ¢ ®â­®á¨-
â¥«ì­® ã§ª¨å å ®â¨ç¥áª¨å á«®ïå, ª®â®àë¥ ®¡à §ãîâáï ¯à¨ «î¡®¬  > 0.
à¨ ç¨á«¥ áâ¥¯¥­¥© á¢®¡®¤ë N > 2 £«®¡ «ì­ ï ¤¨ääã§¨ï ¢á¥ ¦¥ ¢®§¬®¦-
­ , ®¤­ ª® â®«ìª® ¤«ï á¯¥æ¨ «ì­ëå ­ ç «ì­ëå ãá«®¢¨© ¨ á ®ç¥­ì ¬ «®©
áª®à®áâìî (â ª ­ §ë¢ ¥¬ ï ¤¨ääã§¨ï à­®«ì¤  [2]). à¨  ! 0 ª ª
áª®à®áâì ¤¨ääã§¨¨, â ª ¨ ¬¥à  ¥¥ ®¡« áâ¨ ã¡ë¢ îâ íªá¯®­¥­æ¨ «ì­® ¯®
¯ à ¬¥âàã 1=.
 à ªâ¥à ¤¢¨¦¥­¨ï áãé¥áâ¢¥­­® ¨§¬¥­ï¥âáï ¤«ï £« ¤ª®£® ¢®§¬ãé¥-
­¨ï £ ¬¨«ìâ®­¨ ­ , ãàì¥{ ¬¯«¨âã¤ë ª®â®à®£® ã¡ë¢ îâ ª ª ­¥ª®â®à ï
áâ¥¯¥­ì  ¨å ­®¬¥à  (á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [5] ¨ ááë«ª¨ â ¬).  íâ®¬ á«ãç ¥
áãé¥áâ¢ã¥â ªà¨â¨ç¥áª ï £« ¤ª®áâì 
cr
, â ª ï, çâ® â®«ìª® ¯à¨  > 
cr
¯à®¨áå®¤¨â ¯®¤ ¢«¥­¨¥ £«®¡ «ì­®© ¤¨ääã§¨¨ ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «®¬ ¢®§-
¬ãé¥­¨¨ [6]. ãé¥áâ¢¥­­®, çâ® ®¡à â­®¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨¥ ¢®®¡é¥ £®¢®àï ­¥-
á¯à ¢¥¤«¨¢®, â.¥. ¯à¨  < 
cr
£«®¡ «ì­ ï ¤¨ääã§¨ï ®¡ëç­® ­ ¡«î¤ ¥âáï
¢ ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â å, ®¤­ ª® ¨§¢¥áâ­ë ¨ ®¡à â­ë¥ ¯à¨¬¥àë, ª®-
£¤  âà ¥ªâ®à¨ï ¤¢¨¦¥­¨ï ®áâ ¢ « áì «®ª «¨§®¢ ­­®© ¢ ­¥ª®â®à®© ç áâ¨
ä §®¢®£® ¯à®áâà ­áâ¢  ¢ â¥ç¥­¨¥ ¢á¥£® ¢¥áì¬  ¤«¨­­®£® ¢à¥¬¥­¨ áç¥â 
(á¬., ­ ¯à¨¬¥à, [7] ¨ à¨¬¥ç ­¨¥ ª ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥).
¨âã æ¨ï ¢ íâ®© ®¡« áâ¨ ­ ç «  ¯®áâ¥¯¥­­® ¯à®ïá­ïâìáï á®¢á¥¬ ­¥-
¤ ¢­®, ¯®á«¥ â®£® ª ª .. ¢áï­­¨ª®¢ ­ è¥« ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à®áâ®© â®ç-
­® à¥è ¥¬ë© ¯à¨¬¥à (á¬. (2.1) ­¨¦¥), ¤«ï ª®â®à®£® ¥¬ã ã¤ «®áì ¤®ª -
§ âì â¥®à¥¬ã ® á®åà ­¥­¨¨ ¥¤¨­®© (­¥à áé¥¯«¥­­®©) á¥¯ à âà¨áë ¯à¨
á¯¥æ¨ «ì­ëå §­ ç¥­¨ïå ¯ à ¬¥âà  ¢®§¬ãé¥­¨ï [8]. â  â¥®à¥¬  ¯à¨¢¥-
¤¥­  ¯®«­®áâìî ¢ [9] (à¨«®¦¥­¨¥). ­â¥­á¨¢­ë¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¯à¨¬¥à 
¢áï­­¨ª®¢  [9, 10, 11] ­¥¬¥¤«¥­­® ¯®ª § «¨, çâ® á ¬ë¬ ¢ ¦­ë¬ ¨ ­¥-
®¦¨¤ ­­ë¬ ¢ íâ®© â¥®à¥¬¥ ®ª § «®áì á®åà ­¥­¨¥ á¥¯ à âà¨áë ¢ ãá«®¢¨ïå
á¨«ì­®£® å ®á ,   ­¥ ¢ ª ª®¬-â® ¨áª«îç¨â¥«ì­®¬ á«ãç ¥ ¯®«­®áâìî ¨­-
â¥£à¨àã¥¬®© á¨áâ¥¬ë ¡¥§ ¢áïª®£® å ®á  ¢®®¡é¥. ®«¥¥ â®£®, ¯à¨ á¯¥æ¨-
 «ì­ëå §­ ç¥­¨ïå ¯ à ¬¥âà  ¢®§¬ãé¥­¨ï ª ª ­ ©¤¥­­ëå ¢áï­­¨ª®¢ë¬,
â ª ¨ ¬­®£¨å ¤àã£¨å (¬­®¦¥áâ¢® â ª¨å §­ ç¥­¨© ï¢«ï¥âáï, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã,
¢áî¤ã ¯«®â­ë¬) [9, 10, 11] á¥¯ à âà¨áë ­¥«¨­¥©­ëå à¥§®­ ­á®¢ ­¥ â®«ì-
ª® ­¥ à áé¥¯«ïîâáï, ­® ¨ ®¡à §ãîâ ­¥¯à®å®¤¨¬ë¥ ¡ àì¥àë ¤«ï ¤àã£¨å
âà ¥ªâ®à¨©, â.¥. ¯®«­®áâìî ¯®¤ ¢«ïîâ £«®¡ «ì­ãî ¤¨ääã§¨î.  íâ®
­¥á¬®âàï ­  â®, çâ® £« ¤ª®áâì ¢®§¬ãé¥­¨ï ¢ ¯à¨¬¥à¥ ¢áï­­¨ª®¢  áã-
é¥áâ¢¥­­® ¬¥­ìè¥ ªà¨â¨ç¥áª®© ¨ ¬®¦­® ¡ë«® ¡ë ®¦¨¤ âì £«®¡ «ì­ãî
¤¨ääã§¨î ¯à¨ «î¡®© ¢¥«¨ç¨­¥ ¢®§¬ãé¥­¨ï.
 ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¬ë ¯à¥¤« £ ¥¬, ®¡áã¦¤ ¥¬ ¨ ¯à®¢¥àï¥¬ ¢ ç¨á«¥­-
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£® ï¢«¥­¨ï ¯®¤ ¢«¥­¨ï £«®¡ «ì­®© ¤¨ääã§¨¨ ¢ £ ¬¨«ìâ®­®¢ëå á¨áâ¥¬ å.
ë ­ ç­¥¬ á ¯à¨¬¥à  ¢áï­­¨ª®¢ .
2 à¨¬¥à ¢áï­­¨ª®¢ 
¢áï­­¨ª®¢ à áá¬ âà¨¢ « à §­®áâ­®¥ ãà ¢­¥­¨¥, ª®â®à®¥ íª¢¨¢ «¥­â-
­® á«¥¤ãîé¥¬ã ¤¢ã¬¥à­®¬ã ®â®¡à ¦¥­¨î ¢ ª ­®­¨ç¥áª¨å ¯¥à¥¬¥­­ëå
¤¥©áâ¢¨¥ p { ä §  x
p = p + K  f(x) ; x = x + p (mod 1): (2:1)
¤¥áìK =  { ¯ à ¬¥âà ¢®§¬ãé¥­¨ï (­¥ ®¡ï§ â¥«ì­® ¬ «ë©),   "á¨« "f(x)
¨¬¥¥â ä®à¬ã  ­â¨á¨¬¬¥âà¨ç­®© (f( y) =  f(y); y = x 1=2) ªãá®ç­®«¨-
­¥©­®© "¯¨«ë"á ¯¥à¨®¤®¬ 1 (á¬. (2.2) ­¨¦¥), çâ® áãé¥áâ¢¥­­® ã¯à®é ¥â
­ å®¦¤¥­¨¥ â®ç­®£® à¥è¥­¨ï ®â®¡à ¦¥­¨ï (2.1). ¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ â ª®¥ à¥-
è¥­¨¥ ¬®¦­® ¯®«ãç¨âì â®«ìª® ¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­­®£® áç¥â­®£® ¬­®¦¥áâ¢ 
á¯¥æ¨ «ì­ëå (ªà¨â¨ç¥áª¨å) §­ ç¥­¨© K = K
m
, ¯à¨ ª®â®àëå á¥¯ à âà¨-
á  ­¥ à áé¥¯«ï¥âáï.  ¯à®â¨¢­®¬ á«ãç ¥ ­¨ª ª®¥ â®ç­®¥ à¥è¥­¨¥ ¤ ¦¥
â ª®£® "¯à®áâ®£®"­  ¢¨¤ ®â®¡à ¦¥­¨ï ­¥¢®§¬®¦­® ¨§-§  å ®â¨ç¥áª®£® å -
à ªâ¥à  âà ¥ªâ®à¨©, ¢ ç áâ­®áâ¨, à áé¥¯«¥­­®© á¥¯ à âà¨áë.
®¦ «ã©, á ¬ë¬ ­¥®¦¨¤ ­­ë¬ ¢ íâ®¬ ¯à¨¬¥à¥ ï¢«ï¥âáï â®, çâ® £« ¤-
ª®áâì £ ¬¨«ìâ®­¨ ­  (¯à®¨§¢®¤ïé¥© äã­ªæ¨¨) ®â®¡à ¦¥­¨ï (2.1)  =
1 < 
cr
 4 [6] áãé¥áâ¢¥­­® ¬¥­ìè¥ ªà¨â¨ç¥áª®©. ­ë¬¨ á«®¢ ¬¨, ¯à¨
K = K
m
­¥à áé¥¯«¥­­ ï á¥¯ à âà¨á  "¯®£àã¦¥­  ¢ ¬®à¥"á¨«ì­®£® å ®á 
¨ â¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥ á®åà ­ï¥âáï ¨ § ¯¨à ¥â £«®¡ «ì­ãî ¤¨ääã§¨î [9, 11]!
®áª®«ìª® ­  ª®¬¯ìîâ¥à¥ ­¥¢®§¬®¦­® § ¤ âìâ®ç­®¥ §­ ç¥­¨¥ K, á«¥-
¤ãîé¨¬ à¥è îé¨¬ è £®¬ ¡ë«® ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¯®¢¥¤¥­¨ï (à áé¥¯«¥­­®©)
á¥¯ à âà¨áë ¨ ¤àã£¨å âà ¥ªâ®à¨© ¯à¨ ¬ «®¬ ®âª«®­¥­¨¨ jK  K
m
j ! 0,
çâ® ¢®§¬®¦­® â®«ìª® ¢ ç¨á«¥­­ëå íªá¯¥à¨¬¥­â å. ¥à¢ë¥ ¦¥ ¨áá«¥¤®¢ -
­¨ï [10] ¯®ª § «¨, çâ® ã£®« à áé¥¯«¥­¨ï á¥¯ à âà¨áë ¬¥­ï¥â §­ ª ¢¬¥áâ¥
á à §­®áâìî K  K
m
, ¯à¨ç¥¬ ¯à¨ ­¥ç¥â­ëå m íâ®â ã£®« ¯« ¢­® ¯à®å®-
¤¨â ç¥à¥§ ­®«ì,   ¯à¨ ç¥â­ëå { áª çª®¬ ¬¥­ï¥â §­ ª (á¬. à¨á.1 ¢ [9] ¨
à¨á.2 ­¨¦¥). à¥¦¤¥ ¢á¥£® íâ® ¯®§¢®«¨«® áà §ã ¦¥ ¨ ®â­®á¨â¥«ì­® ¯à®-
áâ® ­ ©â¨ ¬­®¦¥áâ¢® ¤àã£¨å á¯¥æ¨ «ì­ëå K
m
, ¯à¨ ª®â®àëå á¥¯ à âà¨á 
á®åà ­ï¥âáï. ¬¥áâ¥ á â¥¬ â ª®¥ ­¥®¡ëç­®¥ ¯®¢¥¤¥­¨¥ ã£«  à áé¥¯«¥-
­¨ï "¯®¤áª § «®"¨ ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨© ¬¥å ­¨§¬ á®åà ­¥­¨ï á¥¯ à âà¨áë, çâ®
ï¢«ï¥âáï ®á­®¢­ë¬ ¯à¥¤¬¥â®¬ ®¡áã¦¤¥­¨ï ¢ ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥.
¤®¡­® à áá¬®âà¥âì áà §ã æ¥«®¥ á¥¬¥©áâ¢® ¯¨«®®¡à §­ëå ¢®§¬ãé¥-
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